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A linedris programozasi feladat dudlisa a kovetkezd tdblazat segitségével irhato fel:

MAX MIN
>0 >
véltozok | eldjelkotetlen = feltételek
<0 <
> <0
feltételek = eldjelkotetlen | véaltozok
< >0

A tdblazat szerint egy linedris programozasi feladat dudlisdnak célfiiggvénye ellentétes irdnyt, azaz
ha az dgynevezett primal feladat maximumot keres, annak dudlisa minimalizal és forditva.
Nagyjabdl ez ugy képzelhet6 el, mint egy kétszemélyes jatékelméleti feladat: A két jatékos egymassal
egy jatékot - akar egy ko-papir-ollo(-gyik-Spocko)t - jatszik. Az egyszertiség kedvéért amennyiben
ugyanazt mutatjdk, egyikiik sem nyer, egyébként a nyertes 1000 Ft-ot nyer a masik jatékostol. Nyil-
vanvaléan mindkét jatékos célja, hogy minél tobbet nyerjen el a mésiktdl, de erre tigy is gondolhatunk,
hogy az egyik jatékos helyébe képzeljiik magunkat és amellett, hogy a sajat nyereményiinket maxi-
malizdljuk, egytittal az ellenfél nyereményét minimalizdlni akarjuk. A feladatot tovdbb bonyolithatja,
ha a kiilonb6z6 parok kiilonboz6 értékiiek. Ebben az esetben is az elsd jatékos stratégidjara valaszul
a masodik jatékosnak is meg kell hatdroznia a sajat stratégidjit. Ehhez a kiilonbozd nyeremények
szerinti feltételeket tudnak a jatékosok felirni. A végeredmény mindkét jatékosndl egy-egy straté-
gia lesz, azaz megkapjak, hogy melyik jelet milyen gyakorisdggal érdemes mutatni ahhoz, hogy a
nyereményiik minél nagyobb, illetve hogy a veszteségiik minél kisebb legyen.

Nézziink most egy konrét példat:

1. PELbpa

[rja fel az alabbi linedris programozasi feladat dudlisat!

S5x1+2x+3x3 =2
—Xx1 + 5%, +2x3 = =5
X|—2x+x3 > -3
x1 <0, x; elgjelkotetlen, x3 > 0
2x1 — 2x5 + X3 — min
1
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Megoldas. A feladat dudlisanak felirdsahoz minden valtozobdl feltétel lesz és minden feltétel val-

tozova valik. Ez azt jelenti, hogy

e x| egyiitthat6i és a rd vonatkozo eldjel szerinti eldirds fogjak meghatarozni az elsé feltételt, az
x, egyiitthatdi és eljele mutatja majd a masodik feltételt, stb.

e Az eredetileg a célfiiggvényben szerepld egyiitthatok a dudl feltételek jobb oldalan 1€vé érté-
kek lesznek.

o A kiilonboz6 feltételekhez y; véltozokat kell bevezetniink. A feltételekben szereplé megkoté-
sek (>, =, <) hatdrozzdk majd meg az adott y; eldjelét.

o Az (j célfiiggvény egyiitthat6i a primadl feladat feltételeinek jobb oldaldn szerepld értékekbdl
addédnak.

Tehat a dual feladat:

Syr—Ya+ys 22
2y +5y2 = 2y3 = -2
3y + 2y +ys < 1
y, > 0, y, eldjelkotetlen, y3 > 0
2y, — Sy, — 3y; —»max

Miutén a dudl feladat felirdsdra mér ismerjiik a médszert, nézziik meg, hogyan torténik egy dudl
feladat megolddsanak leolvasdsa az optimalis tabldbol, valamint végezziink érzékenységvizsgalatot a
kapacitdsokra és a célfiiggvény-egyiitthatokra. Tovabba vizsgaljuk meg, hogyan a szimplex mddszer
hogyan reagdl arra, ha a kapacitasok vagy célfiiggvény-egyiitthatok egyiittesen valtoznak.

Ehhez felirjuk a feladat szovegét, a matematikai modellt é€s az optimélis tdblat is, hogy a lényegre
koncentralhassunk.
Megjegyezziik tovdbbd, hogy az optimadlis tdbldban sziikség van (lehet) a torolt u* oszlopokra is,

ezeket a b oszlop mogé irjuk fel.

2. PELpa

A tavoli jovoben a vizsgdkra kiilonboz0 izesitésd tudastablettdk bevételével is fel lehet késziilni.
Egy spendtos tabletta elfogyasztidsa 10%-kal, egy eperizii tabletta elfogyasztisa 7%-kal noveli a
hallgat6 tudasat. (Tehdt 4 spendtos és 5 epres tabletta esetén a tananyag 75%-anak lennénk a bir-
tokdban.) Egy spendtos tabletta 2000, egy eperizii tabletta 1500 forintba keriil. A tiladagolas elke-
riilése érdekében a két tablettdbol Osszesen legfeljebb 8 darab vehetd be, és arra is iligyelniink kell,
hogy legaldbb annyi eprest vegyiink be, mint spenétost (az utdbbi nem tdl kellemes ize miatt). Milyen

Osszetételben vasaroljuk a tablettdkbdl, ha a lehetd legkevesebbet szeretnénk kolteni és 51% a sikeres



vizsga teljesitésének feltétele?

A matematikai modell: Optimélis t4bla:
X1 —x <0 U U1 b u;
X1 +x<8 X 7/17 -1/17 3 1/17
10x; + 7x, > 51 u 3/17 2/17 2 =2/17
X1,X% >0 x| —10/17 -1/17 3 1/17
2000x; + 1500x, — min z | =1000/17 -3500/17 | 10500 | 3500/17

a) Irja fel a feladat dudlisat és hatdrozza meg annak megoldésat!

b) Végezzen érzékenységvizsgilatot az elsd kapacitdsra (spenotos és epres tabletta szamanak kiilonb-
sége)!

c) Végezzen érzékenységvizsgdlatot a masodik kapacitdsra (bevehetd tablettdk darabszdma)!

d) Végezzen érzékenységvizsgalatot a harmadik kapacitdsra (sikeres teljesités szazaléka)!

e) Mennyivel kellene a sikeres teljesités szdzalékat mddositani, hogy az elkoltott Osszeg 17%-kal
csokkenjen?

f) Mennyire valtozhatna a sikeres teljesités szdzaléka, ha az eredetihez képest 40%-kal tobbet kolt-
hetnénk?

g) Legfeljebb hdny szdzalékkal novekedhet az elkoltott Osszeg a sikeres teljesités szazalékanak meg-
valtoztatasdval?

h) Végezzen érzékenységvizsgalatot a spendtos tabletta drara!

1) Végezzen érzékenységvizsgalatot az epres tabletta aréra!

j) Hogyan véltozik az optimélis tabla, ha a kapacitdsok (0, 8, 51)-r6l (1, 10, 61)-re valtoznak?

k) Hogyan valtozik az optimélis tdbla, ha a célfiiggvény-egyiitthatok (2000, 1500)-r61 (2035, 1535)-ra

valtoznak?

a) megoldasa. A feladat dualisa:

Yy +y, + 10[/7, <2000
-y +y,+ 7y3 < 1500

Y1, Y2 < 09!/3 > 0
Oy, + 8y, + 5S1y; —max

A dudl feladat megoldasa is leolvashat6 az optimalis tdblabol azzal, hogy itt nem a b oszlopbdl olvas-
suk le az x-ek értékeit, hanem z (vagy —z) sordbdl, nagyon iigyelve rd, hogy ott z vagy —z szerepel-e,
hiszen ettdl fiigg, az érték (—1)-szeresét kell-e venniink. (—z esetén vessziik az értékek (—1)-szeresét, z
esetén mar maga az érték latszik.) Tovabba megjegyezziik, hogy a tablazatban szerepld u-k megfelel-
nek a dudl feladatban szerepld y-oknak:

yi1(= uy) = =1000/17, y»(= up) = 0, y3(= u3) = 3500/17. A célfiiggvény optimdlis értéke: 10500.

Yy, értéke azért 0, mert u, az els6 oszlopban van, mi pedig most z sordbdl olvastuk le az értékeket.

b) megoldasa. Az els6 kapacitdsra vonatkozé érzékenységvizsgalat el6zetesen annyit jelent, hogy az

elsd feltételben O helyett O + A szerepel.
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Ez az optimdlis tdbldban minddssze annyit fog jelenteni, hogy b oszlopanak helyére b + A - u; fog

keriilni, azaz:

U U b+ A-u u;
X1 7/17 -1/17 3+4-7/17 1/17
u 3/17 2/17 2+4-3/17 -2/17
x| —10/17 -1/17 3+4-(-10/17) 1/17
z | =1000/17 -3500/17 | 10500 + A - (—1000/17) | 3500/17

Azonban ebben a tdbldban is teljesiilnie kell, hogy a b oszlopdban negativ ért€k nem szerepelhet,
vagyis:

3+1-7/17 >0,

2+1-3/17>=0,és

3+1-(-10/17) > 0.

Megoldva az egyenldtlenségeket, a kovetkezd feltételeket kapjuk a A-ra vonatkozdan:
A>-=51/7,

A > =34/3,

21/10 > A

Ezek egyiittesen a A € [-51/7,21/7] intervallumon teljesiilnek.

Ekkor z = 10500 — 1000/17 - A .(Ez szerepel ugyanis z — b metszetében.)

¢) megoldasa. Amennyiben a mésodik kapacitdsra (8 értékére) szeretnénk érzékenységvizsgalatot
végezni, a b + A - u, oszlopot kellene elkésziteniink, de amint l14thaté u, oszlopunk nincsen, hiszen
u, a bazisban szerepel. Viszont el tudjuk késziteni az u, oszlopat, méghozza gy, hogy az u, értéke

mindentitt 0 lesz, kivéve ott, ahol u, sordt nézziik. Azon a helyen az érték 1:

U vy b u; up
X1 7/17 —1/17 3 1/17 0
U 3/17 2/17 2 =2/17 |1
x| —10/17 —1/17 3 1/17 0
z | —1000/17 -=3500/17 | 10500 | 3500/17 | O

Igy mér el tudjuk késziteni a b + A - u, oszlopot:

u v b+ -u u; U
X 7/17 -1/17 3+4-0 1/17 | 0
U 3/17 2/17 2+1-1 =2/17 | 1
x| —10/17 -1/17 3+4-0 1/17 | 0
z | =1000/17 -3500/17 | 10500 + 2 -0 | 3500/17 | O

A b oszlopban tovédbbra sem szerepelhetnek negativ értékek (z sordt kivéve), igy tovabbra is fenndll-

nak a feltételek, melyek megoldésai:



3+41:-0>0 = A1€R
2410120 = A>-2

344-0>0 = A€eR
A harom feltétel kozos része: A > -2, ahol z = 10500 + A4 - 0 = 10500.

Ez azt jelenti, hogy ha legfeljebb 2-vel csokkentjiik a 8 értékét (vagy tovabb noveljiik azt) a mdsodik
feltételben, akkor az optimalis érték 10500 marad.

d) megoldasa. A harmadik kapacitas megvaltoztatdsa azt jelenti, hogy 51 helyett 51 + A lesz, azaz

az optimdlis tabldban b helyén b + A - u} lesz:

U U1 b+A-u u;
X 7/17 -1/17 3+4-1/17 1/17
u 3/17 2/17 2+4-(=2/17) =2/17
x| —10/17 -1/17 3+4-1/17 1/17
z | —1000/17 -3500/17 | 10500 + A - 3500/17 | 3500/17

Tovébbra is teljesiil, hogy a b oszlopdban nem szerepelhet negativ érték:
3+4-1/1720 = A4>-51
244-(2/1) 20 = 1724

3+4-1/17>0 = A>-51
A feltételek k6z0s része: A € [-51, 17], amikor z = 10500 + A - 3500/17.

e) megoldasa. Amennyiben a teljesités szazalékat kivanjuk vizsgdlni, akkor erre a kapacitasra kell
elvégezniink az érzékenységvizsgdlatot. Amint latjuk, a d) pontban ezt a kérdést mar megvalaszoltuk:
A€ [-51,17], z=10500 + A - 3500/17 Az elkoltott 0sszeg 17%-kal torténd csokkentése azt jelenti,

hogy a fenti z értéknek az optimalis érték 83%-aval kell megegyeznie:

10500 - 0.83 = 10500 + 4 - 3500/17
8715 = 10500 + A - 3500/17
—1785 = 4-3500/17
-8.67=241

Azt kaptuk eredményiil, hogy ha 17%-kal csokkentjiik az optimalis értéket, azaz a tablettakra szant
osszeget, akkor az 51%-os kovetelményt 8.67%-kal kellene csokkenteni.

Mivel a kapott érték benne van a [-51, 17] intervallumban, ezért ez a lehetdség kivitelezhetd.

f) megoldasa. Ebben az esetben is a sikeres teljesités és az optimalis érték kapcsolatat vizsgaljuk,
ezért sziikkség van az érzékenységvizsgdlat soran kapott eredményre: A € [-51,17], z = 10500 + 1 -
3500/17 és az optimalis értékre: 10500.

Ha a keretiink 40%-kal nagyobb, az azt jelenti, hogy

10500 - 1.4 = 10500 + A - 3500/17
14700 = 10500 + 4 - 3500/17
4200 = A -3500/17
204 =24
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Sajnos a kapott érték nem esik bele a [-51, 17] intervallumba, ezért az optimélis érték ilyen mértéki

megvaltoztatdsa kizar6lag a harmadik kapacitds megvaltoztatdsaval nem kivitelezhetd.

g) megoldasa. A kérdést a kovetkezdképpen kell értelmezniink:

10500 - (1 + a/100) = 10500 + A - 3500/17 A€ [-51,17]
a baloldal akkor a legnagyobb, ha A = 17
10500 - (1 + a/100) = 10500 + 17 - 3500/17
10500 - (1 + a/100) = 14000
1+a/100 =4/3 a=100/3

Az elkoltott Osszeg legfeljebb 33.3333%-kal novekedhet, ha a teljesitési feltételt a lehetd legmagasab-

bra novelik.

h) megoldasa. Amennyiben a célfiiggvény egyiitthat6jat valtoztatjuk, az a célfiggvény (z vagy —z)
sordban fog megjelenni a kdvetkezdképpen:

Amennyiben valamelyik x; egyiitthat6jat A-val valtoztatjuk, a célfiiggvény sora z + A - x; lesz. Ez azt
jelenti, hogy ha z szerepelt a sor elején, akkor z + A - x; lesz helyette, —z esetén pedig —(z + 4 - x;) =
—z — A - x;. (Tehét az eldjelre nagyon oda kell figyelni.)

A spendtos tabletta drdra vonatkozdan tehat az aldbbi téblat kapjuk:

U U1 b u;
X 7/17 -1/17 3 1/17
u 3/17 2/17 2 =2/17
X -10/17 -1/17 3 1/17
z+A-x; | =1000/17 +A-7/17 -=3500/17+ A-(=1/17) | 10500 + A - 3 | 3500/17 + A-1/17

Az utolsé sorban szerepl6 értékekre tovabbra is fenndll, hogy nem pozitivak, kiilonben tovabb kellene

szamolni a tablazatot:
—-1000/17+A-7/17<0 = A<1000/7

-3500/17+4-(-1/17) <0 = -=-3500< 4
Igy A € [-3500, 1000/7] esetén a 10500 + A - 3 lesz az optimdlis érték.

i) megoldasa. Itta z + A - x, sor keriil a z helyére:

U U1 b u§
X1 7/17 -1/17 3 1/17
up 3/17 2/17 2 -2/17
X2 -10/17 -1/17 3 1/17
z+Ad-xp | =1000/17 + 2 - (=10/17) =3500/17 + A-(=1/17) | 10500 + 2 -3 | 3500/17 + A - 1/17

A feltételek tehat:
—-1000/17 +A-(-10/17) <0 = -100<A
=-3500/17+A-(-1/17) <0 = -=-3500<4
A két feltétel altal meghatarozott kozos feltétel —100 < A, amikor z = 10500 + A - 3.
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j) megoldasa. Amikor a kapacitasok egyiittesen valtoznak, az is konnyen megvalosithaté az opti-
malis tdbla ismeretében. A valtozas itt is csak a b oszlopban fog megjelenni:

Az u sorok és oszlopok elé irjuk le az uj értékeket, a tobbi valtozo elé 0-kat. b értékei a kovetkezdkép-

pen kaphaték meg:
1 0 61
U U b u;
0 x 7/17 -1/17 0+7/17-1+(-1/17)-0+1/17- 61 1/17
10 u 3/17 2/17 10+3/17-1+2/17-0+(=2/17) - 61 -2/17
0 x| -10/17 -1/17 0+ (-10/17)- 1+ (-1/17)-0+1/17 - 61 1/17
z | =1000/17 -=3500/17 | —=1000/17 - 1 + (=3500/17) - 0 + 3500/17 - 61 | 3500/17

Kiszamitva b értékeit:

U vy b u
X1 7/17 -1/17 4 1/17
u 3/17 2/17 3 -2/17
x| —10/17 -1/17 3 1/17
z | —=1000/17 -3500/17 | 12500 | 3500/17

k) megoldasa. A szamitds a kapacitasértékek valtozasdhoz hasonlé. A legf6bb kiilonbség, hogy a
véltozasok a z (vagy —z) sordban jelennek meg. Eppen ezért oda kell figyelni, hogy éppen z vagy —z
szerepel az utolsé sorban.

Az 1j tabla kiszamitasandl az x sorai elé beirjuk az 1j egyiitthatokat, x oszlopai elé pedig az 4j egyiit-

thatok (—1)-szereseit. Majd a kovetkez6képpen hatdrozzuk meg a z 0j értékeit:

0 0 0
U U b u;
2035 x| 7/17  -=1/17| 3| 1/17
0 u| 3/17 2/17 | 2 | =2/17
1535 x, | —-10/17 —-1/17| 3 | 1/17
< <1 22 33 24
71 =0+7/17-2035+3/17-0+ (-10/17) - 1535 = —65
22=0+4+(-1/17)-2035+2/17 -0+ (—=1/17) - 1535 = =210
73=3-2035+2-0+3-1535 =10710
24 =0+4+1/17-2035+(=2/17)-0+ 1/17 - 1535 = 210
Tehat az 1) tdblazat:
U U1 b u;
x| 7/17  —=1/17 3 1/17
u, | 3/17 2/17 2 -2/17

xy | =10/17 -1/17 3 1/17
Z —-65 =210 | 10710 | 210
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Ismételten felhivjuk a figyelmet, hogy az utolsé sorban a z €s —z kozotti kiillonbség a sor minden
értékében megjelenik, hiszen z esetén a fenti szamoldssal megkapjuk a sorbeli értékeket, azonban —z
esetén a fenti médon megkapott eredmények (—1)-szeresei keriilnek a —z sordba.

Tovabba megjegyezziik, hogy az utolsé két részfeladat alkalmas arra is, hogy a kapott b oszlopaban

z_ 7z

és/vagy z vagy —z sordban 1év0 értékeket ellendrizziik.



